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Fonctions a 1 argument

Mathématiques : x — f(x) OCaml

Exemple : prédicat «est non nul»

# let estnonnul = funx — x <> 0;;
val estnonnul : int — bool = <fun>

(La fonction qui, a tout entier x, associe la valeur de «x # 0»)

cfunx — fx
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LFonctions et ordre supérieur

LCurryfication

Fonctions a 1 argument

Mathématiques : x — f(x) OCaml : funx — fx

Exemple : prédicat «est non nul»

# let estnonnul = funx — x <> 0;;
val estnonnul : int — bool = <fun>
(La fonction qui, a tout entier x, associe la valeur de «x # 0»)

Définition abrégée
# let estnonnul x = x <> 0;;
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fonction a n arguments = fonction a 1 argument : n-uplet

Norme y/x? + y2 4+ z2 d'un vecteur
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Fonctions a plusieurs arguments

Point de vue au premier ordre (usuel en maths)

fonction a n arguments = fonction a 1 argument : n-uplet

Norme y/x? + y2 4+ z2 d'un vecteur

norme : float X float X float — float
# let norme (x, y, z) = sqrt (x *. x +.y *. y 4. z *.2)
Point de vue a I'ordre supérieur (préféré en prog. fonctionnelle)

» Fonction a 0 argument = constante
» Fonction a n+ 1 arguments =
fonction a 1 argument qui rend une fonction a n arguments
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Fonctions a plusieurs argument

Curryfication
Fonction a n+ 1 arguments =
fonction a 1 argument qui rend une fonction a n arguments

# let plus = funx — (funy — x + y)
plus : int — (int — int)
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fonction a 1 argument qui rend une fonction a n arguments
# let plus = funx — (funy — x + y)

plus : int — (int — int)

# let plus = funx — funy — x+ y
plus : int — int — int

plus 32 selit (plus3)2
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LCurryfication

Fonctions a plusieurs argument

Curryfication

Fonction a n+ 1 arguments =
fonction a 1 argument qui rend une fonction a n arguments

# let plus = funx — (funy — x + y)
plus : int — (int — int)

# let plus = funx — funy — x+ y
plus : int — int — int

plus 32 selit (plus3)2

# let norme x y z = sqrt (x *. x +. y *. y +. z *.2)
norme : float — float — float — float
norme : float — (float — (float — float))
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Curryfication de la fonction d'addition

int X int — int
plusA (3,4)

int — int — int
plusB 3 2 se lit (plusB 3) 2

plusB : int — int — int  quiselit  int — (int — int)
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Curryfication de la fonction d'addition

int X int — int
plusA (3,4)

int — int — int
plusB 3 2 se lit (plusB 3) 2
plusB : int — int — int  quiselit  int — (int — int)

Que rend plusB 37

Que rend plusA 37
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[ Curryfication

Abréviations pour les définitions de fonctions

let somme3 = funx — (funy — (funz - x + y + 2))

let somme3

funx yz - x+ y+ z

let somme3 x y z = x + y + 7
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Les fonctions peuvent étre en argument d'une fonction

On considére une fonction sur les entiers a 1 argument, exemple
# let aff23 = funx — 2% x+ 3

Comment obtenir le résultat rendu par aff23 en 17
aff231

On se donne une fonction arbitraire fsur les entiers

Comment obtenir le résultat rendu par fen 17
f1

Fonction vall qui rend la valeur en 1 d'une fonction f
#let vall = funf— £ 1

Que rend vall aff237
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LUtilisation de I'ordre supérieur

Probléme

Ecrire une fonction affine prenant deux entiers a et b, et
renvoyant la fonction x — ax+ b?

» Dans la plupart des langages traditionnels : exercice difficile
» Pas de valeur de type : “fonction int vers int”

» En OCaml les fonctions sont traitées comme des données
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# let compo f g = funx — f (g x)
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LUtiIisation de I'ordre supérieur

Fonctions en argument et résultat d'une fonction

Exemple : Composition

# let compo f g = funx — f (g x)

val compo : ('a -> 'b) -> ('c -> 'a) -> 'c -> 'b = <fun>
# let f = compo (funy — (y, y + 1)) (funt — t * 4)

val £ : int -> int * int = <fun>

# let =11
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LUtiIisation de I'ordre supérieur

Fonctions en argument et résultat d'une fonction

Exemple : Composition
# let compo f g = funx — f (g x)
val compo :

# let f = compo (funy — (y, y + 1)) (funt — t * 4)
val £ : int -> int * int = <fun>
#let = f1

int * int = (4, 5)

(‘ta -> 'b) > ('c => 'a) -> 'c -> 'b = <fun>
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Systeme de types

P> Types de données

» simples : numériques, booléens, chaines
P structurés : types produits, types sommes

» Types fonctionnels
» fonction = valeur ordinaire

Toutes les combinaisons sont permises, par ex. listes de fonctions

16/64



PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
|—Typage

L Généralités

Généralités sur le typage statique

|Objectif : rejet de programme absurdes

(12)ou (funx —x)+1

Propriétés attendues pour un systéme de types
» Décidable
» Correct

» Expressif
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Généralités sur le typage statique

|Objectif : rejet de programme absurdes

(12)ou (funx —x)+1

Propriétés attendues pour un systéme de types
» Décidable

» Correct

» Expressif

» Confortable

)

) Q v

17/64



PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
|—Typage

L Genéralités

Des exemples simples

fun x — x
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|—Typage

L Généralités

Des exemples simples
fun x — x

int — int

bool — bool

a — o

funx - x+1
int — int
mais pas

bool — int

12

Pas typable, car 1 n’est pas de type int — 'a
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L Genéralites

Un exemple moins simple

fun x = x x

Pas typable en OCaml, car x de type o« — 3 et & en méme temps

Et dans un systeme de types plus riche?

» Possible (systeme F de Girard-Reynols), mais peu utilisé en
programmation

» Demande des indications explicites de typage

19/64



PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
LTypage

L Généralités

En OCaml

En OCaml les types sont inférés automatiquement.
Pour les données

> Types de base : int, float, char, string, bool, unit

» Types construits : produits (juxtaposition) et sommes (choix)
Pour les fonctions
Exemple : funx — 1 + x

int — int

Types polymorphes (comparables a la généricité en Ada)
> longueur : o list — int
» funx — (X, X)

a— X

¥ 20/64
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L Généralités

Typage dans un environnement

I+ expression : type

" environnement de typage = liste d'associations x : t,
ol x est un nom et t un type

Exemples

» nbr:int F nbr+4 : int

» nbr:int; bl :bool + nbr+4 : int

» nbr:int; bl : bool ;nbr: float F nbr+.3.14 : float

At 21/64
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LTypage

L Généralités

Regles initiales de typage

Constantes littérales

'+ 0:int
Et similairement pour ...,

—2,—
caracteres, les chafnes, etc.

Gestion de I'environnement de typage

Mx:tF x:t
N+ x:t

X#y
Gy ubk x:t

NB. Environnement parcouru a partir de la droite

[m]

=

1,1,2,..., les flottants, les

o 22/64
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LTypage
L Genéralites

Expression conditionnelle

Regle de typage

' - B:bool M= E:t N+ E:t
I+ (if Bthen E; else Ep): t

Remarques
» Type calculé a la fois pour E; et Ep (# valeur)

» Différence entre le typage statique et I'évaluation dynamique :
systeme de types décidable
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L Genéralités

Typage des couples et n-uplets

Construction
- A:t - B:u
e (A B):txu
Similairement pour des n-uplets
Décomposition
Par filtrage, cf. plus bas.

At 24/64
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|—Typage
L Genéralités
Fonctions

A, B et E sont des expressions
Notation Ocaml : funx — E
Regles de typage

- A:t—u

'+ B:t
- AB :u

Mx:t+F E:u
[+ funx— E :

t—u

At 25/64
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|—Typage

L Généralités

Typage d'une expression

L’environnement [y initialement chargé (appelé Stdlib) contient :
» (+):int — int — int; etc.

» (+.): float — float — float; etc.
» (&&) :bool — bool — bool; etc.
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LTypage

L Généralités

Typage d'une expression

L’environnement [y initialement chargé (appelé Stdlib) contient :
» (+):int — int — int; etc.

» (+.): float — float — float; etc.

» (&&) :bool — bool — bool; etc.

Mo F (+) : int — int — int o F 3 :int
o F (+)3:

int — int

g F 2 : int
Mo F (+)32: int
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L Genéralités

Exemple

Mx:tkF E:u
[+ funx— E :

t—u

M- A:t—u

- B:t
- AB :u
Vérifier que
o F funx—x+1

int — int

At 27/64
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|—Typage

L Généralités
Exemple
Mx:t+F E:u
[+ funx—E : t—u
M- A:t—u '+ B:t
' AB :u
Vérifier que :

[0 F funx—x+1 : int — int

i1 F +:int— int— int

M F x:int
I F (+)x:int— int

s int

k1
i = To;x:int & x+1:int
[o F funx— x+1

int — int

=

At 27/64
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|—Typage

L Genéralités

Exercice

Sachant que I'environnement Iy contient s : int — int
(et aucun autre couple s : t)

vérifier que [p = funn—s(sn) : int — int

Notation (pour raison de place)

> [ 4f [5:n:int

At 28/64
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L Généralités

Exercice

Sachant que I'environnement Iy contient s : int — int
(et aucun autre couple s : t)

vérifier que [p = funn—s(sn) : int — int
Notation (pour raison de place)

> [ 4f [5:n:int

[ F s:int — int l[o;n:int F n:int
[o;n:int F sn :int
I =To;n:int F s(sn) :int

lo - funn—s(sn)

1 F s:int — int

int — int

N 28/64
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Typage du let et let rec

Plan

Typage

Typage du let et let rec
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Typage du let et let rec

Typage du let

M= A:t
r+

x:th+ B:u
let x=Ain B :

u
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|—Typage

Typage du let et let rec

Typage du let

M= A:t x:th+ B:u
rF

let x=Ain B :
Exemple

u
#letx=5inx;;

-:int=5

'+ 5:int

[ x:int b x:int
'+ let x=5 in x

T int

At 30/64
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|—Typage

|—Typage du let et let rec

Exercice

M= A:t Mx:tkF B:u
N letx=Ain B : u

Vérifier le type de :

# let succ = fun x — x + 1 in succ 1;;
-int =2
val x : int — int = <fun>

At 31/64
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|—Typage

LTypage du let et let rec

Exercice

M= A:t Mx:tkF B:u
[ letx=Ain B : u
Vérifier le type de :

# let succ = fun x — x + 1 in succ 1;;
-int=2
val x : int — int = <fun>

lo &+ succ:int — int o F 1:int

[o = I succ: int— int - succl:int
[ + let succ= fun x— x+ 1 in succ 1

[+ funx— x+1:int— int

. int

A 31764
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Typage du let et let rec

Typage du let rec

Mx:tF A:t

Mx:t+ B:u
'+ letrec x=Ain B :

u

At 32/64
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|—Typage
LTypage du let et let rec

Typage du let rec

Mx:tF A:t Mx:t+ B:u
' letrecx=Ain B : u

Exemple : fact

# let rec fact = fun n — if n = 0 then 1 else n * fact (n-1);;
val fact : int — int = <fun>

| Au tableau |

o & = = = 0% 32/64
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Typage du let et let rec

Typage du filtrage (match)

typet=C of t | Co of up X up |
Posons

match E with

| Cl(Xl) — E]_

‘ C2(y17y2) — B
M E:t

[ix1:t1F E1:u

yiiu,ye i B
' M:u
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LTypage
LTypage du let et let rec

Typage du match

Exemple : len

# let rec len = fun | — match | with
| Nil = 0
| Cons(h, t) = 1+ (lent);;

val len : 'a list — int = <fun>

A faire en utilisant le typage de let rec et du match

En particulier on est amené a montrer

I, len:'alist — int, h:'a, t:"alist = 1+ (lent):

int
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|—Bilan

Plan

Curryfication

Utilisation de I'ordre supérieur
Typage

Généralités

Typage du let et let rec
Bilan

Polymorphisme

Types de fonctions sur des listes
Combinateurs de listes
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En somme, qu'est-ce qu'un type?

d’introduction)

Moyens de construction élémentaires : (principes

Indiquent les valeurs du type (non réductibles)
» produits

» sommes

» exponentielles (fonctions, tableaux)
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LBilan

En somme, qu'est-ce qu'un type?
Moyens de construction élémentaires : (principes
d’introduction)
Indiquent les valeurs du type (non réductibles)
» produits
P> sommes

» exponentielles (fonctions, tableaux)

Procédés d'utilisation élémentaires : (principes d’élimination)
» projection let (x,y) = .. (produits)
> filtrage (sommes)

» application (fonctions), acces (tableaux)
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LTypage
LBilan

En somme, qu'est-ce qu'un type?
Moyens de construction élémentaires : (principes
d’introduction)
Indiquent les valeurs du type (non réductibles)
» produits
P> sommes

» exponentielles (fonctions, tableaux)

Procédés d'utilisation élémentaires : (principes d’élimination)
» projection let (x,y) = .. (produits)
> filtrage (sommes)

» application (fonctions), acces (tableaux)

Symétrie introduction / élimination
36/64
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Fre (A B):txu

= Citxu
M let(x,_)=Cinx:t
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|—Bilan
Preuve et programme, méme combat
M- A:t '+~ B:u - A:t ' B:u
N+ (A B):txu N (A B):txu
[ C:txu ' C:txu
N+ let(x,_)=Cinx:t Nt let(x,_)=Cinx:t
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N+ let(x,_)=Cinx:t rr t
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I—Bilan

Preuve et programme, méme combat

rr
-

t

rr

rr

}_
r

l_

tAu

tAu

u

Mx:t+F E:u
[+ funx— E :

t— u
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LBiIan
Preuve et programme, méme combat
M= A:t '+~ B:u I+ t = u
N+ (A B):txu r - tA U
[ C:txu M+ tA U
N+ let(x,_)=Cinx:t rr t
M- A:t—u '+ B:t M- A:t—u '+~ B:t
' AB :u = AB :u
Mx:t+F E:u Mx:t+F E:u
[+ funx—E : t—u '+ funx— E

t—u
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Bilan
Preuve et programme, méme combat
M- A:t '+~ B:u = t M+ u
N+ (A B):txu r - tA U
- C:txu M+ tA U
N+ let(x,_)=Cinx:t rr
M- A:t—u '+ B:t [+ t—u M+
' AB :u M F u
Mx:t+F E:u r tF u
[+ funx—E : t—u M F
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LBiIan

Preuve et programme, méme combat

M= A:t '+~ B:u I+ t = u
N+ (A B):txu M+ tAu
[ C:txu M+ tA U
N+ let(x,_)=Cinx:t rr t
= A:t—u = B:t I+ t—u s t
' AB :u I+ u
Mx:t+F E:u r tF u
[+ funx—E : t—u M+ t—u

Systeme de typage (PF) Systeme de déduction (LT)
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|—Bilan

Que fait-on d'un systéeme de types?

» Vérification pure (comme partout)

fun (x :int) — (4 : int — int — int) (3 :int) (x :int) : int
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LBilan

Que fait-on d'un systeme de types?

» Vérification pure (comme partout)
fun (x :int) — (4 : int — int — int) (3 :int) (x :int) : int
» Déclaration des fonctions et variables locales et propagation
des types
fun (x :int) — let (y : int) = 3in (+) y x
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Que fait-on d'un systeme de types?

» Vérification pure (comme partout)
fun (x :int) — (4 : int — int — int) (3 :int) (x :int) : int
» Déclaration des fonctions et variables locales et propagation
des types
fun (x :int) — let (y : int) = 3in (+) y x
» Déclaration des fonctions et propagation des types
fun (x :int) — lety = 3in (+) y x
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LTypage
- Bilan

Que fait-on d'un systeme de types?

» Vérification pure (comme partout)
fun (x :int) — (4 : int — int — int) (3 :int) (x :int) : int
» Déclaration des fonctions et variables locales et propagation
des types
fun (x :int) — let (y : int) = 3'in (+) y x
» Déclaration des fonctions et propagation des types
fun (x :int) = lety = 3in (4+) y x
» Inférence compléte
funx — lety =3in (+) y x
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LTypage
- Bilan

Que fait-on d'un systeme de types?

» Vérification pure (comme partout)
fun (x :int) — (4 : int — int — int) (3 :int) (x :int) : int
» Déclaration des fonctions et variables locales et propagation
des types
fun (x :int) — let (y : int) = 3'in (+) y x
» Déclaration des fonctions et propagation des types
fun (x :int) = lety = 3in (4+) y x
» Inférence compléte
funx — lety =3in (+) y x
Propriétés
» Correction (si succeés de l'inférence alors terme typable)
» Complétude (si terme typable alors succes de I'inférence)
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LBiIan

Inférence de types

Principe
Soit une application fk
P inférer le type de k : a

> inférer le type de f: nécessairement de la forme b — ¢
> vérifier que a = b

> le type inféré pour fk est ¢

Y 39/64
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Plan

Typage

Polymorphisme
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Le polymorphisme : définitions

Définitions

» Etymologiquement :
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Définitions
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Définitions

» Etymologiquement : plusieurs formes
» En informatique :
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Le polymorphisme : définitions

Définitions

» Etymologiquement : plusieurs formes

» En informatique : capacité d'une fonction 3 «s'adapter»a des
arguments de type différent
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LPolymorphisme

Le polymorphisme : définitions

Définitions
» Etymologiquement : plusieurs formes

» En informatique : capacité d'une fonction 3 «s'adapter»a des
arguments de type différent

Deux espéces (hors langages a objets) :

» polymorphisme ad-hoc
ex : + sur les entiers, les flottants, les chaines...
dans chaque type, le code exécuté est différent
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LTypage
LPolymorphisme
|

Le polymorphisme : définitions

Définitions
» Etymologiquement : plusieurs formes
» En informatique : capacité d'une fonction 3 «s'adapter»a des
arguments de type différent

Deux espéces (hors langages a objets) :
» polymorphisme ad-hoc
ex : + sur les entiers, les flottants, les chaines...
dans chaque type, le code exécuté est différent
» polymorphisme paramétrique
ex : © sur les listes d'entiers, de flottants, de chaines...
le code exécuté est uniformément le méme
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|—Polymorphisme

Exemples basiques *

Fonction identité
type :

let id = funx — x
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LTypage
LPonmorphisme

Exemples basiques *

Fonction identité let id = funx — x

type :
| o — «
Application :
> 3 des entiers : id 3
» ades arbres :id (N (N (F, 7, F), 2, N (F, 5, F)))
» 2 des fonctions : id (funn — (n +3))
> aelle-méme : id id, id id 3.14
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LTypage
LPonmorphisme

Exemples basiques *

Fonction identité let id = funx — x
type :
| o — «

Application :
P> 3 des entiers : id 3
» 3 des arbres : id (N (N (F, 7, F), 2, N (F, 5, F)))
» 2 des fonctions : id (funn — (n +3))
> 3 elleméme : id id, id id 3.14

Couple
# let pairing = funxy — (x,y)

u]
b}
I
ul
i
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LTypage
LPolymorphisme

Exemples basiques *
Fonction identité  let id = funx — x
type :
| o — «

Application :
P 3 des entiers : id 3
» 3 des arbres : id (N (N (F, 7, F), 2, N (F, 5, F)))
» 2 des fonctions : id (funn — (n +3))
> 3 elleméme : id id, id id 3.14

Couple
# let pairing = funxy — (x,y)

|va| pairing : 'a — 'b — 'a * 'b = <fun>
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LTypage
LPolymorphisme

Le polymorphisme dans les données (1)

Listes
type a liste = Nil | Cons of o X « liste
Application (avec la notation OCaml)
» 3 des entiers : [3;0; 8]
» adesarbres: [N (F, 7, F); F; N (F, 5, F)]
» 3 des fonctions : [funn — (n +3); (*) 6; fact]
>

a des fonctions polymorphes :
[(funx — x); (funx — raise Exc)]

> adeslistes: [[1;2;3];[1;5];1[:[7:6; 2]l

Attention a l'uniformité!
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I—Typage

LPonmorphisme

Le polymorphisme dans les données (2)

Type option (en standard)
type « option = None | Some of «

Technique possible pour les fonctions partielles

let tete = fun/ —

match/ with

| [] — None

| x 2 _ — Some (x)
Type :

|tete : « list — o option

A 4464
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LTypage

LPonmorphisme

Le polymorphisme ad-hoc en Ocaml

Sur les opérateurs de comparaison
o — « — bool

=, <, <= ..
Disponible sur toutes les structures de données
P> entiers : 14 < 5 45
et caracteres, booléens, chaines
> listes: [2;5;7] <[3;4]

et arbres, structures récursives...
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LTypage

LPonmorphisme

Le polymorphisme ad-hoc en Ocaml

Sur les opérateurs de comparaison

=< <=
o — o — bool

Disponible sur toutes les structures de données
» entiers : 14 < 5 45
et caractéres, booléens, chaines
> listes: [2;5;7] <[3;4]
et arbres, structures récursives...

Mais pas sur les types fonctionnels
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LTypage
LPolymorphisme

Inférence de types et polymorphisme

Principe
Soit une application fk
» inférer le type de k : a
> inférer le type de f: nécessairement de la forme b — ¢

» trouver la substitution o la plus générale telle que oa = ob
(unificateur)

> le type inféré pour fk est oc
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|—Polymorphisme

Unification de types, exemple

unifier « — « et int - 37
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LTypage
LPolymorphisme

Unification de types, exemple

unifier « — « et int — 37

a=inteta=p
donc : remplacer « par int; remplacer 3 par int

Un tel procédé peut étre réalisé par un algorithme correct,
complet et qui donne |'unificateur le plus général.
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Inférence de types : exemples

» (funx — x)3:7
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Inférence de types : exemples

» (funx — x) 3:7
funx - x:a— «
3:1

;int

Valeur de retour x: o
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L Polymorphisme

Inférence de types : exemples

» (funx — x) 3:7
funx =+ x:a—=«a
3:int
Valeur de retour x : «
mais o = int
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|—Typage
L Polymorphisme

Inférence de types : exemples

» (funx — x) 3:int
funx =+ x:a—=«a
3:int
Valeur de retour x : «
mais o = int
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|—Typage

|—Polymorphisme

Inférence de types : exemples

» (funx — x) 3:int
funx =+ x:a—=«a
3:int
Valeur de retour x : «
mais a = int

> let f=fun(x, y) > x+y :?
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|—Typage

|—Polymorphisme

Inférence de types : exemples

» (funx — x) 3:int
funx =+ x:a—=«a
3:int
Valeur de retour x : «
mais a = int

> let f=fun(x, y) > x+y :?
fraxpg—xy
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|—Typage
|—Polymorphisme

Inférence de types : exemples

» (funx — x) 3:int
funx = x:a— «
3:int
Valeur de retour x : «
mais o = int

» let f=fun(x, y) > x+y :?
fraxpg—xy
(+) : int — int — int
d'ot @ = int et § = int et v = int

SN ag/6a
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|—Typage
|—Polymorphisme

Inférence de types : exemples

» (funx — x) 3:int
funx = x:a— «
3:int
Valeur de retour x : «
mais o = int

» let f=fun(x, y) > x+ y : int X int —
fraxpg—xy
(+) : int — int — int
d'oll @« = int et 8 = int et v = int

int
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Inférence de types : exemples (2)
» funfgx— g(fx):?
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Inférence de types : exemples (2)
» funfgx— g(fx):?
f: a1 — ,31

g:a2—>ﬂ2
X .«
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|—Polymorphisme

Inférence de types : exemples (2)
» funfgx— g(fx):?
f: a1 — ,31
g0 — ,32
X e Q1

a=ardou fx:f
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Inférence de types : exemples (2)
» funfgx— g(fx):?
frap — B oz
g0 — ,32
X:e g
«a = a1 d'ol fx:Hra
fr=axdotu  g(fx): f
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|—Typage
|—Polymorphisme

Inférence de types : exemples (2)
» funfgx— g(fx):?
frap — B oz
g0 — ,32
X:e g
«a = a1 d'ol fx:Hra
fr=axdotu  g(fx): f

funx — g(fx): a1 — B2
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|—Typage
|—Polymorphisme

Inférence de types : exemples (2)
» funfgx— g(fx):?
frap — B oz
g0 — ,32
X e Q1

«a = a1 d'ol fx:Hra

pr=axdot  g(fx):f

funx — g(fx) : a1 — B2

fung — funx — g(fx) : (a2 = f2) = a1 — S2
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|—Typage

LPonmorphisme

Inférence de types : exemples (2)

frap — B oz
g:ax— [
X e oy

«a = a1 d'ol fx:Hra

f1=azxdou  g(fx):

funx — g(fx) : a1 — B2

fung — funx — g(fx) : (a2 = f2) = a1 — S2
funf— fung — funx — g(fx):

(1 = a2) = (0 = fo) = a1 = P

> funfgx— g(fx): (a1 — ) = (a2 = B2) = a1 — B2

Dac
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|—Typage

LPonmorphisme

Inférence de types : exemples (2)

frap — B oz
g:ax— [
X e oy

«a = a1 d'ol fx:Bran

f1=azxdou  g(fx):

funx — g(fx) : a1 — B2

fung — funx — g(fx) : (a2 = f2) = a1 — S2
funf— fung — funx — g(fx):

(1 = a2) = (0 = fo) = a1 = P

» funx — (fung — (funf— fx= gx))

> funfgx— g(fx): (a1 — ) = (a2 = B2) = a1 — B2

Dac
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LTypage

LPonmorphisme

Inférence de types : exemples (2)

frap — B oz
g:ax—
X e oy

«a = a1 d'ol fx:Bran

f1=azxdou  g(fx):

funx — g(fx) : a1 — B2

fung — funx — g(fx) : (a2 = f2) = a1 — S2
funf— fung — funx — g(fx):

(1 = a2) = (0 = fo) = a1 = P

» funx — (fung — (funf— fx= gx))

> funfgx— g(fx): (a1 — ) = (a2 = B2) = a1 — B2

'a— ('a— 'b) = ('a — 'b) — bool

[=] = =

HaC
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Exercices de typage

let flop = funfxy — fyx
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Exercices de typage

let flop = funfxy — fyx

let rec compplus = fun / x — match/with
] = x

| ot — f(compplus t x)
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|—Typage

|—Polymorphisme

Exercices de typage

let flop = funfxy — fyx

let rec compplus = fun / x — match/with
] = x

| f::t — f(compplus t x)

let subst = fun f g x — fx (g x)
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|—Typage
|—Polymorphisme

Exercices de typage

let flop = funfxy — fyx

let rec compplus = fun / x — match/with
] = x

| f::t — f(compplus t x)
let subst = fun f g x — fx (g x)
let machin = funfg— g(fg)
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Plan

Curryfication
Utilisation de I'ordre supérieur

Généralités
Typage du let et let rec
Bilan

Polymorphisme

Ordre supérieur avancé
Types de fonctions sur des listes
Combinateurs de listes
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|—Types de fonctions sur des listes

Plan

Ordre supérieur avancé

Types de fonctions sur des listes
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De facon générale, que calcule une fonction a partir d'une liste ?
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. yar
Listes et ordre supérieur

De facon générale, que calcule une fonction a partir d'une liste ?
Le typage constitue un guide utile :
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LOrdre supérieur avancé

L'I'ypes de fonctions sur des listes

Listes et ordre supérieur

De facon générale, que calcule une fonction a partir d'une liste ?
Le typage constitue un guide utile :

tester une propriété sur toute la liste
choisir un élément dans la liste
choisir certains éléments dans la liste

transformer chaque élément de la liste

vVvYyyvyy

agréger les éléments de la liste
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LOrdre supérieur avancé

LTypes de fonctions sur des listes

Listes et ordre supérieur

De facon générale, que calcule une fonction a partir d'une liste ?
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LTypes de fonctions sur des listes

Listes et ordre supérieur

De facon générale, que calcule une fonction a partir d'une liste ?
Le typage constitue un guide utile :

tester une propriété sur toute la liste : @ 1ist — bool
choisir un élément dans la liste : o 1ist — «
choisir certains éléments dans la liste : o 1ist — o list

transformer chaque élément de la liste : o 1ist — 5 list

vVvYyyvyy

agréger les éléments de la liste : a 1list —

... pour ces fonctions.
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Ordre supérieur avancé

Combinateurs de listes
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propriété :

Déetermine si au moins un élément d'une liste vérifie une
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction quelquepart

Déetermine si au moins un élément d’une liste vérifie une
propriété :

let rec quelquepart = funp / — match /with

[] — false

| x::e = (p x) || (quelquepart p €)

val quelquepart : (¢ = bool) — « list — bool = <fun>
# quelquepart (funx — x> 0) [1; 0;-1; 42];;

- : bool = true
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

L Combinateurs de listes

Fonction quelquepart

Déetermine si au moins un élément d’une liste vérifie une
propriété :

let rec quelquepart = funp / — match /with

[] — false

| x::e = (p x) || (quelquepart p €)

val quelquepart : (¢ = bool) — « list — bool = <fun>
# quelquepart (funx — x> 0) [1; 0;-1; 42];;

- : bool = true

| Prédéfinie : List.exists
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|—Combinateurs de listes
Fonction partout

:
Détermine si tous les éléments d'une liste vérifient une
propriété :
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction partout

Détermine si tous les éléments d'une liste vérifient une
propriété :

let rec partout p /= match /with

[] — true

| x::e— (px) && (partout p e)

val partout : (¢ = bool) — awlist — bool = <fun>
# partout (funx — x > -2)[1;0;-1; 42];;

- : bool = true
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
I—Ordre supérieur avancé

L Combinateurs de listes

Fonction partout

Détermine si tous les éléments d'une liste vérifient une
propriété :

let rec partout p /= match /with

[] — true

| x::e— (px) && (partout p e)

val partout : (¢ = bool) — awlist — bool = <fun>
# partout (funx — x > -2)[1;0;-1; 42];;

- : bool = true

| Prédéfinie : List.forall
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
|—Ordre supérieur avancé
|—Combinateurs de listes
Fonction filter

:
Sélectionne dans une liste les éléments qui vérifient une
propriété.
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
|—Ordre supérieur avancé
I—Combinateurs de listes
Fonction filter

Sélectionne dans une liste les éléments qui vérifient une
propriété.

[1=11

let rec filter = fun p / — match /with

| x::e— if pxthen x:: filter p e else filter p e
val filter : (& — bool) — a list — « list = <fun>
# filter (funx — x> 0) [1; 0; -1, 42];;
int list = [1; 42]
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
|—Ordre supérieur avancé
LCombinateurs de listes
Fonction filter

Sélectionne dans une liste les éléments qui vérifient une
propriété.

[1=11

let rec filter = fun p / — match /with

| x::e— if pxthen x:: filter p e else filter p e
val filter : (& — bool) — a list — « list = <fun>
# filter (funx — x> 0) [1; 0; -1, 42];;
int list = [1; 42]

| Prédéfinie : List.filter
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|—Combinateurs de listes
Fonction find

propriété.

Sélectionne dans une liste le premier élément qui vérifie une
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction find

Sélectionne dans une liste le premier élément qui vérifie une
propriété.

let rec find = funp /— match /with

[]— 777

| x::e— ifp x then xelse find pe

val find : (o = bool) — « list — o = <fun>
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
I—Ordre supérieur avancé

L Combinateurs de listes

Fonction find

propriété.

[] — None

Sélectionne dans une liste le premier élément qui vérifie une
let rec find = funp /— match /with

| x:: e — ifp x then Some x else find pe

int = Some (-1)

val find : (v = bool) = a list — a option = <fun>
# find (funx - x < 0) [1;0;-1; 42];;

# find (funx — x> 100) [1; 0; -1; 42] ;;
int = None
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LOrdre supérieur avancé

L Combinateurs de listes

Fonction find

Sélectionne dans une liste le premier élément qui vérifie une
propriété.

let rec find = funp /— match /with
[] — None

| x:: e — ifp x then Some x else find pe
val find : (o = bool) — « list — « option =

<fun>
# find (funx - x < 0) [1;0;-1; 42];;
int = Some (-1)
# find (funx — x> 100) [1; 0; -1; 42] ;;
- int = None

| Prédéfinie : List.find

)
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|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction map

Rend la liste obtenue en appliquant une méme fonction a
chaque élément de la liste en argument :
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction map

[ {]=1]

Rend la liste obtenue en appliquant une méme fonction a
chaque élément de la liste en argument
let rec map = funf /— match /with

| a::/— (fa)::mapfl

# map (funx — x+ 1) [1;0;-1; 42];;
int list = [2; 1; 0; 43]
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
|—Ordre supérieur avancé

L Combinateurs de listes

Fonction map

[ {]=1]

Rend la liste obtenue en appliquant une méme fonction a
chaque élément de la liste en argument
let rec map = funf /— match /with

| a::/— (fa)::mapfl

# map (funx — x4+ 1) [1;0;-1; 42];;

int list = [2; 1; 0; 43]
| Prédéfinie : List.map

= % 59/64
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold

Somme des entiers d'une liste :
let rec somme = fun/— match /with

[[]—=0
| x:: /' = x4+ somme [

Produit des entiers d'une liste :
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold

Somme des entiers d'une liste :

let rec somme = fun/— match /with
[[]—=0
| x:: /' = x4+ somme [

Produit des entiers d'une liste :

let rec prod = fun/— match /with
[[]1—1

| x:: /' — x* prod /
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Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :
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|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :

let rec longueur = fun/ — match /with
[[]1—=0

| x:: /' = 1+ longueur [
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :

let rec somme = fun/ — match /with
| []—0

| x:: /' = x+ somme [
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|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :

let rec prod = fun/ — match /with
[[1—1

| x::/ — x* prod [
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|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :

let rec longueur = fun / — match /with
[[1—=0

| x:: /' = 1+ longueur f
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :

let rec longueur = fun / — match /with
[[1—=0

| x:: /' = 1+ longueur f

Généralisation :
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :

let rec longueur = fun / — match /with
[[1—=0

| x:: /' — 1+ longueur /

Généralisation :

let rec fold_right = funop /e — match /with
[[1—e

| x 2 /' — op x (fold_right op /' €)
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold (suite)

Longueur d'une liste :

let rec longueur = fun / — match /with
[[1—=0
| x:: ' = 1+ longueur /

Généralisation :
let rec fold_right = funop /e — match /with
[[1—e
| x 2 /' — op x (fold_right op /' €)
fold_right op [x1; x2; ...; xn] e =
(op x1 (op x2 ... (op xn €)...))
| Prédéfinie : List.fold_right
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Une autre fonction fold

Dans fold_right :

» on commence les calculs « par la droite»
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Une autre fonction fold

Dans fold_right :

» on commence les calculs « par la droite»

Autre possibilité : les commencer par la gauche

AT 62/64



PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur
LOrdre supérieur avancé

L Combinateurs de listes

Une autre fonction fold

Dans fold_right :

» on commence les calculs « par la droite»

Autre possibilité : les commencer par la gauche
let rec somme = fun accu | — match /with

| [] — accu

| x 2 /' — somme (accu + x) |

in somme 0

Remarque : I'interpréteur OCaml détecte automatiquement la
récursivité terminale pour en optimiser |'évaluation.
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Produit des entiers d'une liste avec récursivité terminale :
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PF chapitre 4 : typage et ordre supérieur

|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold_left (1)

Produit des entiers d'une liste avec récursivité terminale :
let rec prod = fun accu /| — match /with

| []— accu

| x:: I — prod (accu * x) I

in prod 1

Calcul récursif terminal de la longueur d'une liste.
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|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold_left (1)

Produit des entiers d'une liste avec récursivité terminale :
let rec prod = fun accu /| — match /with
| []— accu

| x:: I — prod (accu * x) I
in prod 1
Calcul récursif terminal de la longueur d'une liste.

Solution

let rec longueur accu | = match [with
| []— accu

| x:: I — longueur (accu + 1) /
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|—Ordre supérieur avancé
|—Combinateurs de listes
Fonction fold_left (2)

:
Généralisation
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|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold_left (2)

Généralisation :

let rec fold_left = funop accu | — match [with
| []— accu

| x 2 I — fold_left op (op accu x) !
let somme = fold_left (funxy — x+ y) 0;;
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|—Ordre supérieur avancé

[ Combinateurs de listes

Fonction fold_left (2)

Généralisation :

let rec fold_left = funop accu | — match [with
| []— accu

| x 2 I — fold_left op (op accu x) I

let somme = fold_left (funxy — x+ y) 0;;

let prod = fold_left (funp x — x* p) 1;;

let longueur = fold_left (fun/x— [+ 1) 0;;
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|—Ordre supérieur avancé

L Combinateurs de listes

Fonction fold_left (2)

Généralisation :

let rec fold_left = funop accu | — match [with
| []— accu

| x 2 I — fold_left op (op accu x) I

let somme = fold_left (funxy — x+ y) 0;;
let prod = fold_left (funp x — x* p) 1;;
let longueur = fold_left (fun/x— [+ 1) 0;;
fold_left op a [x1; x2; ...; xn ]| =

(op ... (op (op a x1) x2) ... xn)
Prédéfinie : List.fold_left
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